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Question 3: Soit A= . Alors

o O =N
(=R R B )
O W = W
= O O O

|:| A = 2 est une valeur propre de vec multiplicité géométrique 2

|:| toutes les valeurs propres de t la méme multiplicité algébrique
‘Q/toutes les valeurs propres de A ont la méme multiplicité géométrique
|:| A =4 est une valeur prop%vec multiplicité algébrique 2
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Question 7: La matrice
1 2 3 1 /4 O
oz e
o o1
\:‘ est diagonalisa%s pas inversible I:‘ est inversible et diagonalisable

I:‘ n’est ni inversMagonalisable &est inversible mais pas diagonalisable

jebk Ac= LA A =4 =0 omvors bl

sefe yador pepre 4 eeld(A] = 2



Question 13: Soit ¢ un polynome de degré 3 quelconque. Alors I’ensemble i
{p € B 4(0) ~ p(0) = 0} 17
est un sous-espace vectoriel de P;. A — \)(J o & ?(e) =1 (e} ¢ ..

[] VRAI >§\FAUX

Question 14: Soit A € M, ,(R) une matrice de rang 3. Si @, ¥, @ sont des vecteurs linéairement indépen-
dants dans R*, alors Aii, A7, A sont linéairement indépendants dans R%.
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QUuiz 1. VALEURS PROPRES

0 01
Les valeurs propres de la matrice A= | 0 2 0 | sont
300
(A) 1,2et3
(B) 2,V3et =3
(C) =1, —2et -3
)

(D) =2, V3 et =3



QUIZ 2. LE POLYNOME CARACTERISTIQUE

Si ca(t) = (t — 2)*(t +3)?(t — 7), laquelle des quatre affirmations
suivantes est toujours vraie?

(A) dim Ker(A—2k) =1 et dim Ker(A—3k) =1
(B) dim Ker(A —2k7) =4 et dim Ker(A—7k) =1
(C) dim KerA =1 et dim Ker(A—7kF) =1

(D) dim KerA =0 et dim Ker(A—7/7) =1



QUiz 3. POLYNOMES SCINDES

DEFINITION
Un polynéme p(t) a coefficients dans Fy est dit scindé sur 5 s'il

s'écrit comme produit de facteurs de la forme t — X pour des

A€ Fo.

On considere le polyndme p(t) = t? + 1. Laquelle des affirmations

suivantes est vraie :
(A
(B

) p(t) est scindé sur F, et p(t) est scindé sur R.
) p(t) est scindé sur F, et p(t) n'est pas scindé sur R.
(C) p(t) n'est pas scindé sur Fy et p(t) est scindé sur R.
) p(

(D) p(t) n'est pas scindé sur Fp et p(t) n'est pas scindé sur R.



5.6.1 APPLICATION : CALCUL DE PUISSANCES

Soit A une matrice diagonalisable. Il existe une matrice inversible P

et une matrice diagonale D telles que

Mais alors on a aussi
T

N

A A—
A% = PDP~1PDP! = PD2P~1 et | A = PD* P~

A0 ...00 Moo o0

0 X 0 0 M o
D= 2 = DK = 2

0 .0 S0 .0

0 ... 0 M\, 0 ... 0 )k

n



5.6.2 EVOLUTION DE POPULATIONS
On étudie les populations de Lausanne et du Gros de Vaud. La
situation (sans lien avec la réalité du canton) est représentée par la

situation suivante :
25%

Gros de Vaud

75% 50%

50%

Appelons uy la population urbaine I'année k (en pourcents) et ri la

population rurale.



L

OD

ATIONS ¢

OP

3
(4N

Wip

N|D

OL

{ rﬁ.u‘

9.6




5.6.2 EVOLUTION DE POPULATIONS II

Nous avons modélisé matriciellement cette situation et posons

3/4 1)2 o
= . Ainsi
1/4 1/2
3/4 1/2 ue | [ Ukt
1/4 1/2 ri rk+1
si bien que
k
3/4 1/2 w \ [ uk
1/4 1/2 n rk

Pour comprendre ce qui se passe dans le futur (lointain), il faut

donc calculer limy_ o AX.



5.6.2 EVOLUTION DE POPULATIONS III

A O
Nous calculons D= /

Q ca(t) = (t - 1)(t - 1/4)

2 1
Q@ E; = Vect et £1/4 = Vect
1 -1
2 1
Q B= (( ) , ( )) est une base de R? formée de
1 -1

vecteurs propres de A

o P(ld)%a"(j 11>,P1(ld)@;(1 12)

@ Formule de changement de base : Ak = PDkp~1,
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CHAPITRE 6 : ORTHOGONALITE

@ R” est non seulement un espace vectoriel, c'est un espace

euclidien.
© Nous avons une notion de distance et d'angle.

© La base canonique est composée de vecteurs orthogonaux

deux a deux et unitaires (de longueur 1).



6.1.1 LE PRODUIT SCALAIRE

DEFINITION

Soient 7, "V deux vecteurs de R". Le produit scalaire est

7-7:7T7:U1v1+---+u,,v,,.

PROPRIETES
@ Commutativité. T-vV=v-1

Q Distributivité. 7 - (V+W)=7 - V+17-W
@ Compatibilité action. (7 - V) =1 - (aV) = (aW) -V
Q7 U>0etd T=0+ 0=0

Preuve. Les propriétés 1-3 sont celles de la multiplication de
matrices. Pour 4, - T = v? + -+ u2 > 0. On a I'égalité si et

seulement si tous les u; = 0. O



6.1.2 LA NORME

DEFINITION

La longueur ou norme d’'un vecteur U de R” est

17 =VT-T=y/2P+ - +u2|

Un vecteur de norme 1 est dit unitaire. Pour normaliser un vecteur
non nul, i.e. pour le rendre unitaire, il suffit de le diviser par sa

norme :

5 w/| 7|

= : est unitaire
Iiedl
un /|||



6.1.3 THEOREME DE PYTHAGORE CLASSIQUE

a
Dans R2 la norme d'un vecteur o = vaut

b
17 = Va2 + 52

La norme du vecteur o est la
(3.4) ,
‘ longueur de I'hypoténuse du

| bk | triangle rectangle dont les

L A cathetes sont de longueur a

{0,0) ]‘3urnl'r;-s | ] X et b. -
[ ] ’_U:“s/%z‘('({tz S
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6.1.4 LA DISTANCE = e
Z>>

DEFINITION
La distance entre deux vecteurs o et V de R” est

A, V)= -V = -]

- - = 2
Exemple. La distance entre €7 et €5 dans R“ est (_'/\\Q
N
1 \ 2
=i ) i=viieove Vo

Ces deux vecteurs sont orthogonaux. Comment voit-on cela ? Deux
vecteurs U et V sont orthogonaux si et seulement si la distance

entre U et V est la méme que la distance entre Tet—7V.



6.1.4 REMARQUE

Quelles sont les conséquences de I'égalité d(, V) = d(d,—V)?
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6.1.5 ORTHOGONALITE

DEFINITION

Deux vecteurs o et V de R” sont orthogonaux si

-7 =q

THEOREME DE PYTHAGORE

Deux vecteurs o et V sont orthogonaux si et seulement si

—/ —/ l —_ —_
1%+ V1P =72+ V)2 (o (S0 5 2 2

v

Notation. Soit W un sous-espace de R”. On note W= I'ensemble
de tous les vecteurs orthogonaux a W. Ainsi

Wt ={"7 eR"| 7 -W =0 pour tout w € W}|

C'est un sous-espace de R" (série 11).



6.1.5 EXEMPLE

Soit W le sous-espace de R3 donné par I'équation

- '
2x — y 4+ 3z = 0. On veut décrire ce plan et W', b L&
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6.1.5 EXEMPLES

ProrosSITION

La droite perpendiculaire au plan d'équation ax + by + cz =0, et
a

passant par |'origine, dans R3, est engendrée par [ b
c

Soit A une matrice de taille m x n.
THEOREME

Q KerA = (LignA)L d

Q (ImA)* = Ker(AT).

Preuve.
o A‘7:6> — X 1 chaque ligne de A.
Q ImA = ColA = Lign(AT) et [Lign(AT)]L®= Ker(AT).



6.1.6 CALCUL D’ANGLES

Le produit scalaire permet aussi de calculer I'angle entre deux
vecteurs.

L.OoI DU COSINUS

UV =7 |V cosa.

Le produit scalaire de deux vecteurs est

@ nul quand cosa = 0, i.e. les vecteurs sont perpendiculaires;

© maximal quand cosa =1, i.e. les vecteurs sont colinéaires et

de méme sens;

© minimal quand cosa = —1, i.e. les vecteurs sont colinéaires et

de sens opposé.



6.2.1 FAMILLES ORTHOGONALES

DEFINITION
Une famille {U1,..., 7} de vecteurs de R” est orthogonale si

Ui L U; pour tous i # j. Cette famille est orthonormée si de plus
j P J
||| = 1 pout tout i.

Exemple. La base canonique (?1, ... ,?,,) est orthonormée. En
général on appelle base orthogonale de W une famille orthogonale
ordonnée qui forme une base de W. De méme pour une base
orthonormée.

THEOREME
Une famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre. J
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6.2.1 FAMILLES ORTHOGONALES

DEFINITION
Une famille (T1,..., T«) de vecteurs de R” est orthogonale si

Uil 7j pour tous i # j. Cette famille est orthonormée si de plus
||| = 1 pout tout /.

Rappel.

O Deux vecteurs o et V de R” sont orthogonaux si leur produit

scalaire est nul : .

%
@ Par distributivité du produit scalaire, U LFdetdLb
ﬁ
implique que o L Vect{?, b}.

THEOREME
Une famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre. J




6.2.2 COORDONNEES DANS UNE BASE ORTHOGONALE

Soit W un sous-espace de R” et (71, .. .,7;() une base
orthogonale de W.

THEOREME
Pour tout vecteur W € W, on a W = a171 + -+ akﬁk et
M

Preuve. On sait que W s'écrit comme combinaison linéaire

04171 + -+ akﬁk. Alors
W - 71' = (04171 +--+ Oékﬁk) . 71' = Oéjﬁj . 71' = OzJ'H7j||2

car7,-~7j:05ii75j. g



6.2.2 EXEMPLE

On construit une base orthogonale de R3 en commencant avec le

plan d'équation 2x — 3y + z = 0.
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