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Quiz 1. Valeurs propres

Les valeurs propres de la matrice A =

0

BB@

0 0 1

0 2 0

3 0 0

1

CCA sont

(A) 1, 2 et 3

(B) 2,
p
3 et �

p
3

(C) �1, �2 et �3

(D) �2,
p
3 et �

p
3



Quiz 2. Le polynôme caractéristique

Si cA(t) = (t � 2)
4
(t + 3)

2
(t � 7), laquelle des quatre a�rmations

suivantes est toujours vraie ?

(A) dim Ker(A� 2I7) = 1 et dim Ker(A� 3I7) = 1

(B) dim Ker(A� 2I7) = 4 et dim Ker(A� 7I7) = 1

(C) dim KerA = 1 et dim Ker(A� 7I7) = 1

(D) dim KerA = 0 et dim Ker(A� 7I7) = 1



Quiz 3. Polynômes scindés

Définition

Un polynôme p(t) à coe�cients dans F2 est dit scindé sur F2 s’il

s’écrit comme produit de facteurs de la forme t � � pour des

� 2 F2.

On considère le polynôme p(t) = t2 + 1. Laquelle des a�rmations

suivantes est vraie :

(A) p(t) est scindé sur F2 et p(t) est scindé sur R.

(B) p(t) est scindé sur F2 et p(t) n’est pas scindé sur R.

(C) p(t) n’est pas scindé sur F2 et p(t) est scindé sur R.

(D) p(t) n’est pas scindé sur F2 et p(t) n’est pas scindé sur R.



5.6.1 Application : calcul de puissances

Soit A une matrice diagonalisable. Il existe une matrice inversible P

et une matrice diagonale D telles que

A = PDP�1

Mais alors on a aussi

A2
= PDP�1PDP�1

= PD2P�1 et Ak
= PDkP�1
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5.6.2 Evolution de populations

On étudie les populations de Lausanne et du Gros de Vaud. La

situation (sans lien avec la réalité du canton) est représentée par la

situation suivante :

Lausanne Gros de Vaud
50%75%

50%

25%

Appelons uk la population urbaine l’année k (en pourcents) et rk la

population rurale.



5.6.2 Evolution de populations : modèle

Sue



5.6.2 Evolution de populations II

Nous avons modélisé matriciellement cette situation et posons

A =

0

@ 3/4 1/2

1/4 1/2

1

A. Ainsi

0

@ 3/4 1/2

1/4 1/2

1

A

0

@ uk

rk

1

A =

0

@ uk+1

rk+1

1

A

si bien que

0

@ 3/4 1/2

1/4 1/2

1

A
k 0

@ u0

r0

1

A =

0

@ uk

rk

1

A

Pour comprendre ce qui se passe dans le futur (lointain), il faut

donc calculer limk!1 Ak
.



5.6.2 Evolution de populations III

Nous calculons

1 cA(t) = (t � 1)(t � 1/4)

2 E1 = Vect

8
<

:

0

@ 2

1

1

A

9
=

; et E1/4 = Vect

8
<

:

0

@ 1

�1

1

A

9
=

;

3 B =

0

@

0

@ 2

1

1

A ,

0

@ 1

�1

1

A

1

A est une base de R2
formée de

vecteurs propres de A

4 P = (Id)CanB =

0

@ 2 1

1 �1

1

A, P�1
= (Id)BCan =

1

3

0

@ 1 1

1 �2

1

A

5 Formule de changement de base : Ak
= PDkP�1

.

p = (i)

C



5.6.2 Evolution de populations IV

Ak = p .Dk . p
=5) -4)(i)( -2) =

=(21)
(↑ ) = AG(40) = (1z(2 + 142)v + 12 - 443-1 ) ~

S1(z)1 - 114k)40 +1 + (2) vo

On Reche him
Reco

.

On appelle Po = notro la

population totale.

commehim 1=0

U
o = limuk = 1y . 2 no + 12 = 2 Po

No = 1340 .



Chapitre 6 : Orthogonalité

1 Rn
est non seulement un espace vectoriel, c’est un espace

euclidien.

2 Nous avons une notion de distance et d’angle.

3 La base canonique est composée de vecteurs orthogonaux

deux à deux et unitaires (de longueur 1).



6.1.1 Le produit scalaire

Définition

Soient
�!u ,�!v deux vecteurs de Rn

. Le produit scalaire est

�!u ·�!v =
�!u T�!v = u1v1 + · · ·+ unvn .

Propriétés

1 Commutativité. �!u ·�!v =
�!v ·�!u

2 Distributivité. �!u · (�!v +
�!w ) =

�!u ·�!v +
�!u ·�!w

3 Compatibilité action. ↵(�!u ·�!v ) =
�!u · (↵�!v ) = (↵�!u ) ·�!v

4
�!u ·�!u � 0 et

�!u ·�!u = 0 () �!u =
�!
0

Preuve. Les propriétés 1-3 sont celles de la multiplication de

matrices. Pour 4,
�!u ·�!u = u21 + · · ·+ u2n � 0. On a l’égalité si et

seulement si tous les ui = 0. ⇤



6.1.2 La norme

Définition

La longueur ou norme d’un vecteur
�!u de Rn

est

k�!u k =

p�!u ·�!u =

q
u21 + · · ·+ u2n .

Un vecteur de norme 1 est dit unitaire. Pour normaliser un vecteur

non nul, i.e. pour le rendre unitaire, il su�t de le diviser par sa

norme :

�!u
k�!u k

=

0

BBB@

u1/k�!u k
.
.
.

un/k�!u k

1

CCCA
est unitaire



6.1.3 Théorème de Pythagore classique

Dans R2
la norme d’un vecteur

�!u =

0

@a

b

1

A vaut

k�!u k =

p
a2 + b2

La norme du vecteur
�!u est la

longueur de l’hypoténuse du

triangle rectangle dont les

cathètes sont de longueur a

et b.

151 =
15+ 42 = 5



6.1.3 Exemples

①Si (5) + (8) , Il(5)1) =
vo

Grectorruea.
Il existe (50

, 2 Sty = (3)
&R())) =re+ 49 + 1 = 10



6.1.4 La distance

Définition

La distance entre deux vecteurs
�!u et

�!v de Rn
est

d(�!u ,�!v ) = k�!u ��!v k .

Exemple. La distance entre
�!e 1 et

�!e 2 dans R2
est

d(�!e 1,
�!e2) = k

0

@ 1

�1

1

A k =

p
12 + 12 =

p
2

Ces deux vecteurs sont orthogonaux. Comment voit-on cela ? Deux

vecteurs
�!u et

�!v sont orthogonaux si et seulement si la distance

entre
�!u et

�!v est la même que la distance entre
�!u et ��!v .

t

= 15 -all

e



6.1.4 Remarque

Quelles sont les conséquences de l’égalité d(�!u ,�!v ) = d(�!u ,��!v ) ?

· Si In-1 = 1-(-)l) = 1+Il
,

alors 15-FIR = In +12 Cet réciproqueme
car da

,
5) 70 .

Par déf. de la nome : (ñ-) . (n- ) = (u+).(n+)

Par distributivité de :

+.
-

comm .
de

= -2.
= Zu

E Eno



6.1.5 Orthogonalité

Définition

Deux vecteurs
�!u et

�!v de Rn
sont orthogonaux si

�!u ·�!v = 0 .

Théorème de Pythagore

Deux vecteurs
�!u et

�!v sont orthogonaux si et seulement si

k�!u +
�!v k2 = k�!u k2 + k�!v k2.

Notation. Soit W un sous-espace de Rn
. On note W?

l’ensemble

de tous les vecteurs orthogonaux à W . Ainsi

W?
= {�!u 2 Rn |�!u ·�!w = 0 pour tout �!w 2 W } .

C’est un sous-espace de Rn
(série 11).

ou IntelZIR



6.1.5 Exemple

Soit W le sous-espace de R3
donné par l’équation

2x � y + 3z = 0. On veut décrire ce plan et W?
.
be E

on losit me bare de w :

s= (() , (0)
w

+
=(r). =0f = w)

==(3) . (d + p52) = 0 (a
,per)

sin
= () , 2. br = a + 2b

-·n - bu =
- 3a + 2c



6.1.5 Exemple, suite

On observ que (2) + plan d'eg .

20-

y + 3750

En fair (3) a+ by+c =

or(g) + (2) Esax + by+ c =



6.1.5 Exemples

Proposition

La droite perpendiculaire au plan d’équation ax + by + cz = 0, et

passant par l’origine, dans R3
, est engendrée par

0

@
a
b
c

1

A.

Soit A une matrice de taille m ⇥ n.

Théorème

1 KerA = (LignA)? ;

2 (ImA)? = Ker(AT
).

Preuve.

1 A ·�!x =
�!
0 () �!x ? chaque ligne de A.

2 ImA = ColA = Lign(AT
) et [Lign(AT

)]
?
= Ker(AT

).
①

D



6.1.6 Calcul d’angles

Le produit scalaire permet aussi de calculer l’angle entre deux

vecteurs.

Loi du cosinus

�!u ·�!v = k�!u k · k�!v k cos↵.

Le produit scalaire de deux vecteurs est

1 nul quand cos↵ = 0, i.e. les vecteurs sont perpendiculaires ;

2 maximal quand cos↵ = 1, i.e. les vecteurs sont colinéaires et

de même sens ;

3 minimal quand cos↵ = �1, i.e. les vecteurs sont colinéaires et

de sens opposé.



6.2.1 Familles orthogonales

Définition

Une famille {�!u 1, . . . ,
�!u k} de vecteurs de Rn

est orthogonale si

�!u i ? �!u j pour tous i 6= j . Cette famille est orthonormée si de plus

k�!u ik = 1 pout tout i .

Exemple. La base canonique (
�!e 1, . . . ,

�!e n) est orthonormée. En

général on appelle base orthogonale de W une famille orthogonale

ordonnée qui forme une base de W . De même pour une base

orthonormée.

Théorème

Une famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.



6.2.1 Preuve

soit dans--,S une famille ortlogurale deR

ac ui F1ik . Soient <1-- ,ER

et supposer C + -- +Can =. On doit

momber que Cr = --- = Ch = 0.

Onalale 0 = Kin + ---ae).s powlick
im

=
distr.

= +--i
conchieet en
itug

-

sizj
di Titi = Cit

> o cuitô
Dan diao V i.

I



6.2.1 Familles orthogonales

Définition

Une famille (
�!u 1, . . . ,

�!u k) de vecteurs de Rn
est orthogonale si

�!u i ? �!u j pour tous i 6= j . Cette famille est orthonormée si de plus

k�!u ik = 1 pout tout i .

Rappel.

1 Deux vecteurs
�!u et

�!v de Rn
sont orthogonaux si leur produit

scalaire est nul :
�!u ·�!v = 0 .

2 Par distributivité du produit scalaire,
�!u ? �!a et

�!u ? �!
b

implique que
�!u ? Vect{�!a ,�!b }.

Théorème

Une famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.



6.2.2 Coordonnées dans une base orthogonale

Soit W un sous-espace de Rn
et (

�!u 1, . . . ,
�!u k) une base

orthogonale de W .

Théorème

Pour tout vecteur
�!w 2 W , on a

�!w = ↵1
�!u 1 + · · ·+ ↵k

�!u k et

↵j =

�!w ·�!u j

k�!u jk2

Preuve. On sait que
�!w s’écrit comme combinaison linéaire

↵1
�!u 1 + · · ·+ ↵k

�!u k . Alors

�!w ·�!u j = (↵1
�!u 1 + · · ·+ ↵k

�!u k) ·�!u j = ↵j
�!u j ·�!u j = ↵jk�!u jk2

car
�!u i ·�!u j = 0 si i 6= j . ⇤



6.2.2 Exemple

On construit une base orthogonale de R3
en commençant avec le

plan d’équation 2x � 3y + z = 0.

u = ()) , (3) bar ortgoale de w.

e = ()) , (2) ,(3) &R
= (p) ,

mande (f)e


